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Kutata´si elo˝zme´nyek, motiva´lo´ te´nyezo˝k, ce´lkitu˝ze´sek
A klasszikus, elmozdula´smezo˝re e´s a virtua´lis munka elvre e´pu¨lo˝ ve´geselem-modellekkel
szembeni egyik legnagyobb kih´ıva´st azok a numerikus konvergencia proble´ma´k jelentik,
amelyek az angol nyelvu˝ – ezen a teru¨leten is o´ria´si me´retu˝ – szakirodalomban numeri-
cal locking ne´ven ismertek (magyarul a proble´ma´t numerikus bemerevede´ske´nt is szoka´s
eml´ıteni). Ez a jelense´g elso˝sorban az alacsonyrendu˝ approxima´cio´t e´s elemsu˝r´ıte´st alkal-
mazo´ u´n. h-verzio´s ve´geselem-mo´dszerre jellemzo˝ olyan, to¨bbnyire valamilyen kicsiny, de
valo´sa´gos parame´tert tartalmazo´ proble´ma´k megolda´sa´na´l, amikor a parame´ter e´rte´ke ze´-
rushoz tart. Megnyilva´nula´sa´nak le´nyege, hogy a numerikus megolda´s hiba´ja a ve´geselemes
modell szabadsa´gfoka´nak (elemsza´ma´nak) no¨vele´se´vel nem, vagy alig cso¨kken, su´lyosabb
esetben no¨vekszik. A proble´ma´k jelento˝s re´sze elkeru¨lheto˝ a ro¨gz´ıtett me´retu˝ elemeken
alkalmazott polinomok foksza´ma´nak no¨vele´se´vel, az u´n. p-verzio´s ve´geselem-mo´dszer alkal-
maza´sa´val. Szila´rd testek ve´geselemes modelleze´se´nek teru¨lete´n a legkomolyabb – jelenleg
is megoldatlan – nehe´zse´gek he´jak (ezen belu¨l is elso˝sorban a ve´kony he´jak), tova´bba´ az u´n.
o¨sszenyomhatatlan (inkompresszibilis) anyagok megb´ızhato´ sza´mı´ta´sa´na´l tapasztalhato´ak.
A numerikus modell-alkota´s szintje´n a ve´geselemes approxima´cio´ hiba´it, illetve a hiba
konvergencia sebesse´ge´t ke´t le´nyeges ko¨ru¨lme´ny befolya´solja: (1) A numerikus megolda´s
alapja´ul va´lasztott varia´cio´s formalizmus, amely egyben a fu¨ggetlenu¨l approxima´lt mezo˝k
megva´laszta´sa´t is jelenti; pe´ldake´nt az elmozdula´smezo˝n alapulo´ virtua´lis munka elv, a
feszu¨ltse´gmezo˝n alapulo´ kiege´sz´ıto˝ virtua´lis munka elv, valamint a to¨bb fu¨ggetlen mezo˝
egyideju˝ approxima´cio´ja´n alapulo´ varia´cio´s elvek eml´ıtheto˝k meg. (2) A ve´geselemes mo-
delleze´s sora´n va´lasztott approxima´cio´ t´ıpusa; itt meg szoka´s ku¨lo¨nbo¨ztetni a fentebb ma´r
eml´ıtett a h-t´ıpusu´, vagy alacsonyrendu˝ approxima´cio´t, a p-t´ıpusu´, vagy magasabb rendu˝
approxima´cio´t, valamint a ke´tfe´le ko¨zel´ıte´s elo˝nyeit egyes´ıto˝ hp-t´ıpusu´ approxima´cio´t.
A numerikus konvergencia proble´ma´k elkeru¨le´se´nek egyik hate´kony e´s megb´ızhato´ mo´dja
a feszu¨ltse´gmezo˝, valamint a to¨bb fu¨ggetlen mezo˝ egyideju˝ approxima´cio´ja´n alapulo´ – u´n.
to¨bbmezo˝s (az angol szakirodalomban multi-field) varia´cio´s elvek alkalmaza´sa, illetve az
ezen alapulo´ (mixed-hybrid t´ıpusu´) ve´geselem-modellek kidolgoza´sa. Ebben az esetben a
bonyolultabb, elme´letileg is ige´nyesebb formalizmus, a fu¨ggetlen va´ltozo´k approxima´cio´s
tereinek megfelelo˝ megva´laszta´sa, az elem-modellek magasabb szabadsa´gi foka, valamint a
numerikus algoritmusok, illetve a programoza´si feladat o¨sszetettse´ge jelentenek nehe´zse´get.
2
A kutata´si feladat ce´lkitu˝ze´seit leginka´bb az a – szakirodalomban 1998-ban ko¨zze´tett,
matematikailag is bizony´ıtott – felismere´s motiva´lta, mely szerint bizonyos he´jfeladatok ese-
te´n az elmozdula´smezo˝re e´pu¨lo˝ p-verzio´s elemek sem mentesek a numerical locking (ezen
belu¨l is elso˝sorban a membrane locking) nevu˝ jelense´gto˝l, vagyis ilyen esetekben sem a h-,
sem a p-verzio´s he´jelemek nem tudnak megfelelo˝ konvergencia´ju´ megolda´st adni a me´rno¨ki
alkalmaza´sok szempontja´bo´l elso˝rendu˝ fontossa´gu´ feszu¨ltse´gmezo˝re ne´zve. A tervezett ku-
tata´sok elso˝sorban olyan u´j t´ıpusu´, a nem a priori szimmetrikus feszu¨ltse´gmezo˝n e´s forga´s-
mezo˝n alapulo´, magasabb rendu˝ (p-verzio´s) ve´geselem-modellek kidolgoza´sa´ra ira´nyultak,
amelyek leheto˝ve´ teszik a he´jak, mint ha´romdimenzio´s kontinuumok feszu¨ltse´gi a´llapota´nak
az eddigiekne´l megb´ızhato´bb, numerikus konvergencia proble´ma´k ne´lku¨li sza´mı´ta´sa´t.
A vizsga´latok elso˝ le´pe´se´ben az egyszeru˝bb geometria´ju´ he´jak (forga´she´j, ko¨rhengerhe´j)
modelleze´se´nek tervei szerepeltek. A munka elme´leti ha´ttere´t re´szben az a te´mavezeto˝ a´ltal
kora´bban kidolgozott a´ltala´nos nemlinea´ris he´jelme´let ke´pezte [Berto´ti E.: He´jak nemlinea´ris
elme´lete feszu¨ltse´gmezo˝vel e´s forga´smezo˝vel,MTA doktori e´rtekeze´s, Magyar Tudoma´nyos Akade´mia –
Miskolci Egyetem, Miskolc, 2003, 133 p.], amelynek alapja´n – a pa´lya´zat elo˝zme´nyeke´nt – ma´r
sikeru¨lt lemezekre (s´ık ko¨ze´pfelu¨letu˝ he´jakra) egy numerikus konvergencia proble´ma´kto´l
mentes hp-verzio´s, dimenzio´ szerint reduka´lt lemez-elemet kidolgozni. Ez a lemezmodell,
illetve lemez-elem – a va´rakoza´soknak megfelelo˝en – megb´ızhato´ numerikus eredme´nyeket
adott olyan ve´konysa´gu´ lemezek esete´ben is, amelyekne´l a klasszikus, elmozdula´smezo˝n
alapulo´ modellek, illetve elemek megb´ızhatatlan, vagy e´rte´kelhetetlen eredme´nyekhez ve-
zetnek, ku¨lo¨no¨sen a feszu¨ltse´gmezo˝re ne´zve.
A pa´lya´zat benyu´jta´sakor e´s elfogada´sakor a te´mavezeto˝ volt az egyetlen pa´lya´zatban
megnevezett re´sztvevo˝, de – a leheto˝se´gekto˝l fu¨ggo˝en – tervezve volt egy-egy fo˝ egyetemi
hallgato´, vagy doktorandusz bevona´sa is a kutato´munka´ba.
Az elve´gzett kutato´munka e´s a kutata´si eredme´nyek
A pa´lya´zatban megjelo¨lt kutata´si teru¨leten belu¨l a ve´grehajtott kutato´munka e´s az ed-
dig ele´rt eredme´nyek ha´rom egyma´ssal re´szben o¨sszekapcsolhato´ re´szteru¨lethez ko¨theto˝k.
Az egyik ira´ny a Fraeijs de Veubeke-fe´le ke´tmezo˝s varia´cio´s elven alapulo´ ha´romdimenzio´s
ve´geselem-modell kifejleszte´se´re ira´nyult, amely lemezek e´s he´jak esete´n is alkalmazhato´.
A ma´sik ira´ny ugyancsak a Fraeijs de Veubeke-fe´le varia´cio´s elven alapul, de ebben az eset-
ben egy dimenzio´ szerint reduka´lt he´jelem (ve´geselem-modell) kifejleszte´se volt a ce´l, elso˝
le´pe´sben ko¨rhengerhe´j-feladatok numerikus megolda´sa´ra. A kutata´s harmadik ira´nya a ha´-
rommezo˝s Hellinger-Reissner-fe´le varia´cio´s elv alkalmaza´sa he´jfeladatokra, amely maga´ban
foglalja a dimenzio´ szerinti redukcio´val elo˝a´ll´ıtando´ he´jmodell kidolgoza´sa´t, majd ennek
alapja´n u´j t´ıpusu´ ve´geselem-modell kifejleszte´se´t. Az elem-modellek kidolgoza´sa mellett
mindha´rom kutata´si ira´ny esete´ben ce´lkitu˝ze´ske´nt szerepelt konkre´t, saja´t fejleszte´su˝ ku-
tato´i ko´dok (ve´geselemes algoritmusok e´s elja´ra´sok, valamint program-rutinok) kidolgoza´sa
is. A ha´rom megjelo¨lt ira´nyban ve´gzett kutato´munka re´szletesebb le´ıra´sa e´s az eredme´nyek
ro¨vid, to¨mo¨r o¨sszefoglala´sa ko¨vetkezik az ala´bbiakban.
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Ha´romdimenzio´s elem-modell feszu¨ltse´gmezo˝vel e´s forga´smezo˝vel. A Fraeijs de Veu-
beke-fe´le ke´tmezo˝s varia´cio´s elven alapulo´ ha´romdimenzio´s elem-modellek az elso˝rendu˝
feszu¨ltse´gfu¨ggve´ny-mezo˝ e´s a forga´smezo˝ ko¨zvetlen approxima´cio´ja´n alapulnak. A modell
fele´p´ıte´se´nek kulcsle´pe´sei ko¨zu¨l itt ketto˝t e´rdemes kiemelni: (1) stabil approxima´cio´s te-
rek meghata´roza´sa a megfelelo˝en kiva´lasztott hat fu¨ggetlen elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyre
e´s a ha´rom szo¨gelfordula´smezo˝re; (2) az elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyek azon kombina´cio´i-
nak meghata´roza´sa, amelyek ze´rus kiege´sz´ıto˝ alakva´ltoza´si energia´t adnak. A ma´sodikke´nt
eml´ıtett proble´ma jelento˝se´ge´t csak a munka programoza´si fa´zisa´ban, a kidolgozott elem-
modell implementa´la´sa sora´n ismertu¨k fel, a pa´lya´zat benyu´jta´sa´nak ido˝pontja´ban ennek
vizsga´lata´t nem terveztu¨k (nem la´ttuk). Viszont a numerikus modell mu˝ko¨de´se szempont-
ja´bo´l megkeru¨lhetetlen proble´ma´ro´l volt szo´, eze´rt erre vonatkozo´an elme´leti vizsga´latokat,
illetve – a pa´lya´zatban tervezett vizsga´latokhoz ke´pest extra – kutato´munka´t kellett ve´-
gezni. Az ezen ira´nyban ve´gzett vizsga´latokat e´s az ele´rt u´j eredme´nyeket egy, az Acta
Mechanica folyo´iratban megjelent cikkben ismertettu¨k [9]. A cikkben foglalt eredme´nyek
elme´letileg e´s gyakorlatilag (a ha´romdimenzio´s elemmodell megfelelo˝ mu˝ko¨de´se´hez) is fon-
tosnak bizonyultak, amelyek alapja´n egy hate´kony, ha´romdimenzio´s, hp-verzio´s ve´geselem-
modellt tudtunk kifejleszteni, elso˝ le´pe´sben egyenes oldalu´ hexae´der (te´glatest) alaku´ ele-
mek esete´ben, amikor a mester-elem e´s az aktua´lis elem ko¨zo¨tti geometriai leke´peze´s line-
a´ris.
A munka sora´n az elem-modellt egy saja´t fejleszte´su˝, C/C++ forra´snyelvu˝ sza´mı´to´ge´pi
programba implementa´ltuk, amely jelenlegi forma´ja´ban egy to¨bb ezer program-sorbo´l a´llo´
kutato´i ko´d. Egyszeru˝bb geometria´ju´ testek ha´romdimenzio´s pereme´rte´kfeladatainak ve´ge-
selemes megolda´sa´n keresztu¨l to¨bb o¨sszehasonl´ıto´ sza´mı´ta´st ve´geztu¨nk, majd a vizsga´lato-
kat ve´kony lemezfeladatok megolda´sa´val folytattuk, ezeket is ha´romdimenzio´s feladatke´nt
modellezve. A sza´mı´ta´si eredme´nyeket o¨sszevetettu¨k a szakirodalomban ko¨zo¨lt analitikus
e´s ve´geselemes megolda´sokkal, e´s a kora´bbi, saja´t fejleszte´su˝, de dimenzio´ szerint reduka´lt
(ke´tva´ltozo´s) lemezmodellekkel is. Numerikusan igazoltuk, hogy a kifejlesztett ha´rom-
dimenzio´s elem-modell numerikus konvergencia proble´ma´kto´l mentes eredme´nyekre vezet
o¨sszenyomhatatlan anyagu´ ve´kony lemezek esete´ben is, vagyis az elem-modell – a kora´b-
ban kifejlesztett ke´tdimenzio´s modellek kiva´lo´ approxima´cio´s tulajdonsa´gait megtartva –
ha´romdimenzio´s ko¨ru¨lme´nyek ko¨zo¨tt is megb´ızhato´ feszu¨ltse´geket eredme´nyez (angol ter-
minolo´gia´val incompressibility locking-free e´s shear locking-free elemek), az alkalmazott
approxima´cio´ t´ıpusa´to´l fu¨ggetlenu¨l, vagyis mind h-, mind p-t´ıpusu´ approxima´cio´na´l. Az
eredme´nyek egy re´sze´t az [5]-[8] publika´cio´kban ismertettu¨k. A konferencia´k ko¨zu¨l kieme-
lendo˝nek tartjuk a [7]-ben jelzett workshop-ot, amelyre csak szeme´lyes megh´ıva´s alapja´n,
egy szu˝kebb kutata´si teru¨leten dolgozo´ kutato´k vehettek re´szt e´s mutathatta´k be eredme´-
nyeiket. Magyar viszonylatban az ele´rt eredme´nyeket a X. Magyar Mechanikai Konferen-
cia´n, plena´ris elo˝ada´s kerete´ben mutathattuk be.
A kutata´s fenti ira´nya´ban 2007-ig a te´maveto˝ – mint a pa´lya´zat egyetlen re´sztvevo˝je –
ve´gzett kutata´sokat. A munka menete´t e´s az ele´rt eredme´nyek publika´la´sa´t jelento˝sen befo-
lya´solta az – a pa´lya´zat beada´sa sora´n me´g nem tervezett – ko¨ru¨lme´ny, hogy a te´mavezeto˝
2007-ben tansze´kvezeto˝i megb´ızata´st va´llalt el a Miskolci Egyetem Mechanikai Tansze´ke´n.
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Ez a megb´ızata´s a magyar felso˝oktata´s BSc-MSc rendszerre valo´ a´ta´ll´ıta´sa ideje´ben olyan
me´rte´ku˝ adminisztra´cio´s terhele´st jelentett, aminek ko¨vetkezte´ben a fenti kutata´si ira´nyban
ve´gzett kutato´munka jelento˝sen lelassult. Ugyanakkor a kutata´si feladat ve´grehajta´sa´ba –
az elo˝zetes terveknek megfelelo˝en e´s az OTKA Iroda engede´lye´vel – sikeru¨lt ke´t olyan, ak-
kor me´g doktorandusz hallgato´t bevonni, akik a megpa´lya´zott te´ma´ban kezdo˝ kutato´ke´nt is
megfelelo˝ sz´ınvonalu´ munka´t tudtak ve´gezni. Jelenleg mindketten egyetemi tana´rsege´dke´nt
dolgoznak a Miskolci Egyetem Mechanikai Tansze´ke´n, ami azonos a te´mavezeto˝ kutato´he-
lye´vel, illetve munkahelye´vel. A ke´t fiatal kutato´ a´ltal – a te´mavezeto˝ ira´ny´ıta´sa´val, de
le´nyege´ben o¨na´llo´an – ve´gzett kutato´munka eredme´nyeit mutatja be a jelente´s ko¨vetkezo˝
re´sze.
He´jmodell e´s he´jelem kifejleszte´se ke´tmezo˝s varia´cio´s elv alapja´n. A kutata´s ezen –
fentebb ma´sodikke´nt jelzett – ira´nya´na´l kiindula´st jelentett a te´mavezeto˝ a´ltal kora´bban
kidolgozott, az egyensu´lyi, de nem a priori szimmetrikus feszu¨ltse´gmezo˝re e´s a forga´sme-
zo˝re e´pu¨lo˝ a´ltala´nos, nemlinea´ris, dimenzio´ szerinti reduka´la´ssal sza´rmaztatott he´jelme´let,
melynek egyik fontos tulajdonsa´ga, hogy a klasszikus he´jelme´letek alapja´ul szolga´lo´ kine-
matikai e´s feszu¨ltse´gi hipote´ziseket nem tartalmaz, ı´gy a ha´romdimenzio´s anyagegyenletek
mo´dos´ıta´sok ne´lku¨l alkalmazhato´k. Ezen a´ltala´nos he´jmodell egyenleteibo˝l kiindulva meg-
to¨rte´nt a forga´she´jak, majd a ko¨rhengerhe´jak, mint specia´lis geometria´ju´ he´jak egyensu´lyi
feszu¨ltse´gmezo˝je´nek a sza´rmaztata´sa, elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyek alkalmaza´sa´val. Ezt
ko¨veto˝en a kiege´sz´ıto˝ virtua´lis munka elv ko¨rhengerhe´jakra vonatkozo´ ke´tdimenzio´s funk-
ciona´lja´nak levezete´se´re, majd a he´jmodell Euler–Lagrange egyenleteinek e´s terme´szetes
peremfelte´teleinek sza´rmaztata´sa´ra keru¨lt sor. Ezek – felsorola´sszeru˝en – az alakva´lto-
za´si e´s a szo¨gelfordula´s-koordina´ta´k vastagsa´g menti integra´la´sa´val ke´pzett alakva´ltoza´si
e´s forga´si eredo˝kre vonatkozo´ elso˝rendu˝ kompatibilita´si egyenletekbo˝l e´s a ny´ıro´feszu¨ltse´-
gek szimmetria´ja´t integra´l-a´tlagban biztos´ıto´ egyenletekbo˝l a´llnak. A he´jmodell terme´-
szetes peremfelte´teleit az eml´ıtett eredo˝k e´s az elo˝´ırt elmozdula´sok eredo˝i ko¨zo¨tt fenna´llo´
elmozdula´si peremfelte´telek, tova´bba´ az alakva´ltoza´si eredo˝kre vonatkozo´ kompatibilita´si
peremfelte´telek alkotja´k.
A transzla´cio´s egyensu´lyi egyenletetek elso˝rendu˝ feszu¨ltse´g-fu¨ggve´nyekkel valo´ kiele´g´ı-
te´se sora´n a feszu¨ltse´gfu¨ggve´ny tenzor kilenc koordina´ta´ja´bo´l csak hat fu¨ggetlen, ez o¨ssze-
sen 27-fe´le leheto˝se´get jelent. Ezek ko¨zu¨l a ve´geselemes modell fele´p´ıte´se´hez egy elo˝nyo¨s-
nek bizonyulo´ kombina´cio´t va´lasztottunk ki. A ismeretlenek sza´ma´nak cso¨kkente´se´t a
pala´stperemen elo˝´ırt feszu¨ltse´gi peremfelte´telek figyelembeve´tele´vel e´rtu¨k el, amely a meg-
felelo˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyek pala´stterhele´si e´rte´kekkel valo´ kifejeze´se´t jelentette. Tova´bbi
ismeretlen-sza´m cso¨kkente´st jelentett a sorba fejtett feszu¨ltse´gi koordina´ta´kra vonatkozo´
szimmetriafelte´tel integra´l-a´tlagban to¨rte´no˝ teljes´ıte´se. A feszu¨ltse´g-fu¨ggve´ny tenzor kiva´-
lasztott e´s sorba fejtett koordina´ta´inak approxima´cio´ja a norma´l ira´nyu´ feszu¨ltse´gvektorok
C0 folytonossa´ga´t az elemhata´rokon biztos´ıtotta. A ve´geselemes algoritmus kifejleszte´sekor
ku¨lo¨n figyelmet kellett ford´ıtani a ze´rus kiege´sz´ıto˝ energia´t ado´ feszu¨ltse´gfu¨ggve´ny-mo´dok
kezele´se´re, illetve az alkalmazott approxima´cio´s fu¨ggve´nyterek kiva´laszta´sa´ra.
Analitikus vizsga´latokat e´s a programoza´si feladatot elso˝ le´pe´sben forga´sszimmetrikus
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terhele´si esetre ve´geztu¨k el. Homoge´n, izotrop e´s linea´risan rugalmas anyagot felte´telezve,
valamint a forga´smezo˝t elimina´lva a forga´sszimmetrikus terhele´si eset visszavezetheto˝ egy
negyedrendu˝, a´llando´ egyu¨tthato´s, linea´ris, inhomoge´n differencia´legyenletre. Az ı´gy sza´r-
maztatott analitikus megolda´s elo˝nye – to¨bbek ko¨zo¨tt – az, hogy egyre´szt tartalmazza a
ny´ıra´sbo´l sza´rmazo´ energia´t, ma´sre´szt bonyolultabb pala´stterhele´si feladatok megolda´sa´t is
leheto˝ve´ teszi. Igazoltuk tova´bba´, hogy ha a he´j vastagsa´ga ko¨zel´ıt a nulla´hoz, akkor a fe-
szu¨ltse´gekre kapott megolda´s visszaadja a Koiter-fe´le he´jmodell a´ltal sza´mı´tott megolda´st.
Az analitikus megolda´s jo´l felhaszna´lhato´ a numerikus megolda´sok hibaanal´ızise´ne´l is.
A numerikus sza´mı´ta´sokhoz ke´sz´ıtett ve´geselemes program C/C++ forra´snyelven ke´szu¨lt,
saja´t fejleszte´su˝ algoritmusok e´s rutinok alkalmaza´sa´val. A programot, illetve annak mu˝ko¨-
de´se´t ku¨lo¨nfe´le ko¨rhengerhe´j-feladatok megolda´sain keresztu¨l teszteltu¨k. Ezek magukban
foglalta´k azokat a a peremzavara´si e´s pala´stterhele´si feladatokat is, amelyekne´l a megolda´s
lefuta´sa exponencia´lis jellegu˝ e´s ero˝sen fu¨gg a he´j vastagsa´ga´to´l. A numerikus megolda´sok
eredme´nyeinek ma´s, ismert megolda´sokkal to¨rte´no˝ o¨sszevete´se´n keresztu¨l igazoltuk, hogy a
kifejlesztett he´jmodell e´s he´jelem a he´j vastagsa´ga´nak va´ltoza´sa (ve´konyoda´sa) esete´n sem
vezet numerikus konvergencia proble´ma´khoz. Ez a mega´llap´ıta´s egyara´nt e´rve´nyes a h- e´s
p-t´ıpusu´ ko¨zel´ıte´sekre. A kutata´si program ezen ira´nya´ban ele´rt eredme´nyeket a [10]-[19]
publika´cio´kban mutattuk be.
He´jmodell e´s he´jelem kifejleszte´se ha´rommezo˝s varia´cio´s elv alapja´n. A kutata´s ezen
– fentebb harmadikke´nt eml´ıtett – ira´nya´na´l a ha´rommezo˝s Hellinger–Reissner-fe´le varia´cio´s
elvet alkalmaztuk forga´she´jakra, a linea´ris rugalmassa´gtan keretei ko¨zo¨tt. Az elv funkcio-
na´lja a teljes kiege´sz´ıto˝ energia maximum elv funkciona´lja´bo´l, a hozza´ kapcsolo´do´ melle´kfel-
te´teleknek a funkciona´lba to¨rte´no˝ illeszte´se´vel sza´rmaztathato´, alkalmazva a Lagrange-fe´le
multiplika´toros technika´t. Az elmozdula´smezo˝ varia´cio´s elvben to¨rte´no˝ ko¨zvetlen megjele-
ne´se leheto˝ve´ teszi a he´jak dinamikai – pl. rezge´stani – feladatainak a vizsga´lata´t is.
A kutato´munka elso˝ le´pe´seke´nt e´s eredme´nyeke´nt egy olyan forga´she´j-modellt dolgoztunk
ki, amelynek alapva´ltozo´i a forga´smezo˝, az elmozdula´smezo˝ e´s a nem a priori szimmetrikus
feszu¨ltse´gmezo˝. Ennek sora´n elo˝a´ll´ıtottuk a forga´she´j ko¨ze´pfelu¨lete´nek geometriai jellem-
zo˝it le´ıro´ mennyise´geket – a metrikus tenzorokat e´s a go¨rbu¨leti tenzort, majd a ko¨ze´pfelu¨-
leti pontokra illesztett felu¨leti koordina´ta-rendszer e´s a ko¨ze´pfelu¨leten k´ıvu¨li he´jpontokhoz
ko¨to¨tt koordina´ta-rendszer kapcsolata´t hata´roztuk meg. Ezek uta´n fel´ırtuk a ke´t loka´-
lis koordina´ta-rendszerben e´rtelmezett kovaria´ns deriva´la´sok ko¨zo¨tti kapcsolatot. Mind-
ezek ismerete´ben, a he´j ve´konysa´ga´ra tett felte´teleze´sek figyelembeve´tele´vel elo˝a´ll´ıtottuk a
ha´romdimenzio´s Hellinger–Reissner-fe´le varia´cio´s elv funkciona´lja´t ve´kony forga´she´jakra.
Ma´sodik le´pe´sben az alapva´ltozo´k dimenzio´ szerinti reduka´la´sa´t ve´geztu¨k el, mely sora´n
az elmozdula´svektor e´s a forga´svektor koordina´ta´it elso˝foku´, mı´g a feszu¨ltse´gtenzor koor-
dina´ta´it elso˝- e´s ma´sodfoku´ polinomokkal ko¨zel´ıtettu¨k a vastagsa´g mente´n. Ezek uta´n a
sorbafejtett va´ltozo´kat behelyettes´ıtettu¨k a Hellinger–Reissner-fe´le varia´cio´s elv funkciona´l-
ja´ba. Bevezetve az alakva´ltoza´si, forga´si e´s elmozdula´si eredo˝ket, a Hellinger–Reissner-fe´le
varia´cio´s elv funkciona´lja´nak ze´rus e´rte´ku˝ elso˝ varia´cio´ja´bo´l megkaptuk a forga´she´j-modell
Euler–Lagrange egyenleteit e´s terme´szetes peremfelte´teleit.
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A kutato´munka ko¨vetkezo˝ le´pe´seke´nt a forga´she´j-feladat ha´rom alapva´ltozo´ja ko¨zu¨l a for-
ga´smezo˝t elimina´ltuk a varia´cio´s elvbo˝l a forga´si egyensu´lyi egyenlet integra´l-e´rtelemben
to¨rte´no˝ kiele´g´ıte´se´vel. Eza´ltal, valamint a pala´stterhele´sek varia´cio´s elvbe to¨rte´no˝ bee´p´ıte´-
se´vel tova´bb cso¨kkentettu¨k az ismeretlen feszu¨ltse´gi koordina´ta´k sza´ma´t. I´gy hat feszu¨ltse´gi
e´s ne´gy elmozdula´s-koordina´ta maradt ismeretlenke´nt a forga´she´j-modell hu´za´s-nyoma´s e´s
hajl´ıta´s-ny´ıra´si feladata´ra vonatkozo´an. Az Euler–Lagrange egyenletek figyelembeve´tele´vel
meghata´roztuk a t´ız ismeretlen koordina´ta´t ko¨zel´ıto˝ approxima´cio´s polinomok egyma´shoz
viszony´ıtott foksza´ma´t, mely mind a h-, mind a p-t´ıpusu´ ve´geselem-modell fela´ll´ıta´sa´hoz
szu¨kse´ges.
A kutata´si perio´dus utolso´ e´ve´ben a ha´rommezo˝s Hellinger–Reissner-fe´le varia´cio´s elven
alapja´n kidolgozott forga´she´jmodellbo˝l sza´rmaztattuk a ko¨rhengerhe´jakra vonatkozo´ mo-
dellt, illetve egyenletrendszert. Ezt ko¨veto˝en egy u´j t´ıpusu´, hp-verzio´s ve´geselem-modellt
dolgoztunk ki ko¨rhengerhe´jakra. A numerikus megolda´sokra alkalmas sza´mı´to´ge´pi program
C/C++ forra´snyelven keru¨lt kifejleszte´se. A programmal, illetve az elem-modellel kapott
numerikus eredme´nyek o¨sszevetettu¨k a szakirodalomban tala´lhato´, ma´s (elmozdula´smezo˝n
alapulo´) modellekkel e´s programokkal sza´mı´tott eredme´nyekkel. Numerikusan igazoltuk,
hogy kifejlesztett he´jmodell e´s a kapcsolo´do´ ve´geselem-modell megb´ızhato´, az angol szak-
irodalomban incompressibility locking ne´ven ismert numerikus konvergencia proble´ma´to´l
mentes eredme´nyeket biztos´ıt a feszu¨ltse´gmezo˝re e´s az elmozdula´smezo˝re ne´zve is, mind
h-, mind p-t´ıpusu´ ve´geselemes approxima´cio´ esete´n. A kutata´sok ezen ira´nya´ban ele´rt
eredme´nyeinket a [20]-[29] publika´cio´kban mutattuk be.
Az eredme´nyek hasznos´ıta´sa´nak leheto˝se´gei
A kifejlesztett hp-verzio´s ve´geselem-modellek, illetve ve´geselem-programok a jelenlegi ki-
dolgozottsa´gi szinten egyszeru˝bb geometria´ju´ ha´romdimenzio´s feladatok, valamint lemez-
e´s ko¨rhengerhe´j-feladatok numerikus konvergencia proble´ma´k ne´lku¨li ve´geselemes meg-
olda´sa´ra alkalmazhato´k. A feszu¨ltse´gmezo˝, a forga´smezo˝ e´s – a harmadik bemutatott
kutata´si ira´ny esete´ben – az elmozdula´smezo˝ egyideju˝, ko¨zvetlen approxima´cio´ja´ra e´pu¨lo˝
elem-modellek a hagyoma´nyos, elmozdula´smezo˝n alapulo´ ve´geselem-modellekkel szembeni
elo˝nyei – a kutata´si ce´lkitu˝ze´sekben is megfogalmazott elva´ra´sokkal o¨sszhangban – elso˝sor-
ban o¨sszenyomhatatlan anyagu´ ve´kony lemezek e´s he´jak sza´mı´ta´sa´na´l jelentkeznek. Ezen
elo˝nyo¨k ko¨zu¨l elso˝ helyen a me´rno¨ki alkalmaza´sok szempontja´bo´l kiemelkedo˝ fontossa´gu´
feszu¨ltse´gmezo˝ megb´ızhato´ e´s pontos kisza´mı´thato´sa´ga eml´ıtendo˝ meg. A ke´so˝bbi, nemli-
nea´ris alkalmaza´sok szempontja´bo´l kiemelt fontossa´got tulajdon´ıtunk annak, hogy a kidol-
gozott hp-verzio´s ve´geselem-modellek nemcsak p-, hanem h-t´ıpusu´ approxima´cio´ esete´n is
mentesek az elmozdula´smezo˝n alapulo´ modellekne´l tapasztalhato´ numerikus konvergencia
(angol neve´n numerical locking) proble´ma´kto´l.
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